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Grundsatzfrage 6

- ... elementare trigonometrische Funktionsbeziehungen bestimmen (trigonometrischer Pythagoras, Periodizitat,
Symmetrien ...).

- ... die Arkusfunktionen als Umkehrfunktionen der trigonometrischen Funktionen (mit eingeschranktem
Definitionsbereich) interpretieren und grafisch visualisieren (auch ohne Hilfsmittel).

- ... elementare trigonometrische Gleichungen am Einheitskreis visualisieren und mithilfe der Arkusfunktionen
I6sen.

Hannes Bohi (HSR Rapperswil)
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Vorbemerkung zu den Aufgaben 1 bis 8

Wie sind die trigonometrischen Funktionswerte eines beliebigen Winkels « definiert und wie lassen
sich diese Funktionswerte aus einer Einheitskreis-Figur ablesen?

S Y

o B

(x1y)

(% 1¥,) sin(a)

1

1(\1| tan(a))

cbs(a) 0

o Zuerst wird der Winkel « von der positiven Abszissenachse aus abgetragen (positive Winkel im
Gegenuhrzeigersinn, negative Winkel im Uhrzeigersinn)

o Auf diese Weise gehort zu jedem Winkel « ein vom Ursprung ausgehender Strahl s.

e (x]y) seiein beliebiger Punkt auf dem zu « gehérenden Strahl s und r der Abstand dieses
Punktes vom Nullpunkt.

o (% |Y,) seiderzum Winkel « gehdrige Punkt auf dem Einheitskreis (= Schnittpunkt des Strahls s

mit dem Einheitskreis).

Dann gilt:

sin(a) Definition -y Ordinate eines beliebigen Punkies auf s Strahlensatz—y, y
r Nullpunktsabstand dieses Punktes 1 !

Ordinate des zu « gehtrenden Punktes auf dem Einheitskreis

cos(c) Definition - x _ Abszisse eines beliebigen Punktes auf s Strahlensatz =y
r Nullpunktsabstand dieses Punktes 1 %

= Abszisse des zu « gehdrenden Punktes auf dem Einheitskreis

an(@) Definiton y  Ordinate eines beliebigen Punktes auf s Eveiemmity ¥
X Abszisse dieses Punktes

_sin(a)
- cos(a)

=[x |-1

t sei die Tangente an den Einheitskreis im Punkt (1]0).
Dann l&sst sich tan(«) wie folgt aus der obigen Figur herauslesen:

Der Strahl s oder die den Strahl s enthaltende Gerade schneidet t im Punkt (1| tan(a)).
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Aufgabe 1 (Aufgabe zu den Quadrantenbeziehungen der trigonometrischen Funktionen)

a) Vereinfachen Sie:  sin(x) + sin(z — x) + cos(X) + cos(z — X)

Ldsung: sin(x) +sin(z — X) + cos(x) + cos(z — X) = 2sin(X)
W —cos(x)

Die im obigen Losungsweg bentitzten Quadrantenbeziehungen lassen sich sowohl aus einer
Einheitskreisfigur als auch aus den Graphen von sin und cos herauslesen:

y sin(z—x) = sin(x)

cos(x) sin
sin(z—x) = sin(x)
/ d
T > — =
0| wcos(x) /1 0 X n—x/
Cos
cos(z—x) = —cos(x)

cos(z—x) = —cos(X)

b) Vereinfachen Sie:  sin(x) —cos(5 — X) +sin(% — x) + cos(x) + sin(Z + x)

Ldsung: sin(x) —cos(% — X) +sin(% — X) + cos(x) +sin(Z + X) = 3c0s(x)

sin(x) cos(Xx) cos(x)

Die im obigen Losungsweg benutzten Quadrantenbeziehungen lassen sich am einfachsten aus den
Graphen von sin und cos herauslesen:

sin(% +x) = sin(5—x) = cos(x)

€os(% —X) = sin(x) sin

N

— >
0

Ccos
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Aufgabe 2

Bestimmen Sie das Bogenmass aller Winkel x e [O ; 27:[, welche die folgende Gleichung erfullen:
sin(2x+%) =

Ldosung

Der Sinus eines Winkels ist die Ordinate (=2. Koordinate) des zum Winkel gehérenden Punktes auf
dem Einheitskreis. Es gibt zwei Punkte auf dem Einheitskreis mit der Ordinate % und somit zweimal

unendlich viele Winkel mit dem Sinuswert %:

A

Dieser Winkel ist & (= 30°), denn die
/ kleine Kathete des schattierten Dreiecks
ist halb so gross wie seine Hypotenuse.

Damit ist das schattierte Dreieck ein
0 1 " halbes gleichseitiges Dreieck, also ein
30°/ 60°— Dreieck.

5z
6

\
[N

|
olN
[y
olN

sin(2x+%) =1

oder
& 2X+% = F+ke2x \t 2X+% = r—F+k-2z, wobei keZ
= 2X:%—ZT”+k-27r v 2X =ST”—ZT”+k-27z, keZ
& 2X = —%+k-27z v 2X =%+k-27z, keZ
& X=-G+kr v x=Z2+k-7m, keZ

Gesucht sind in dieser Aufgabe nur die Winkel x aus dem Intervall [O ; 27z[, also

11z 237 = bx
XE{T’_lz ’717}

Zwei Bemerkungen:

e Esgibt 2 Winkel im Intervall [0 ; 27r[ mit dem Sinuswert % Zusammen mit der 2 in der

Bedingung sin(2x+%) = 1 erhélt man daher 2-2 =4 Winkel im Intervall [0; 27] .

e Der rote Winkel % in der obigen Figur ist Gibrigens arcsin(%). Er kann hier bestimmt werden,

ohne dass man die Funktion arcsin bzw. sin™ beniitzt. In den folgenden Aufgaben 3,5 und 7 ist
man aber auf die Arkusfunktionen angewiesen, weshalb diese hier kurz erklart seien.
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Definition der Arkusfunktionen

arcsin ist die Umkehrfunktion
von sin*, wobei sin* nur auf

dem Intervall [—% , %] definiert

ist und dort mit der Sinusfunktion
Ubereinstimmt.

arcsin liefert zu einem gegebenen
Sinuswert stets nur einen Winkel

aus dem Intervall [—% , %].

arccos ist die Umkehrfunktion
von cos*, wobei cos* nur auf

dem Intervall [ 0, 7 | definiert

ist und dort mit der Cosinusfunktion

Ubereinstimmt.

arccos liefert zu einem gegebenen
Cosinuswert stets nur einen Winkel

aus dem Intervall [0, 7 |.

arctan ist die Umkehrfunktion
von tan*, wobei tan* nur auf

dem Intervall ]—% , %[ definiert

ist und dort mit der Tangensfunktion

Ubereinstimmt.

arctan liefert zu einem gegebenen
Tangenswert stets nur einen Winkel

aus dem offenen Intervall ] -z.z [ .

(Hannes Béhi) Seite 4 von 8
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Aufgabe 3

Bestimmen Sie das Bogenmass aller Winkel x, welche die folgende Gleichung erfiillen:
sin(7x—-1) = —0.8

Losung

—arcsin(—0.8) arcsin(—0.8)

sin(7x-1) = -0.8
& 7x-1=arcsin(-0.8)+k-27 v 7x-1 = r—arcsin(-0.8) +k -2z, wobei k € Z
& 7x =1+arcsin(-0.8)+k-27 v 7x =1+ —arcsin(-0.8)+k -2z, ke Z

o X = 1+arc5|7n(—0.8) +k_27ﬂ 1+7—arcsin(-0.8)

v x = LraeinCo8) 2z ey,

Aufgabe 4.a)
Bestimmen Sie das Bogenmass aller Winkel x e [O ; 27:[, welche die folgende Gleichung erfullen:
cos(5x) = —@

Losung

Nach Pythagoras:

f1-i-3

Also 30° / 60° — Dreieck, da Hypotenuse

doppelt so gross wie kleine Kathete —@

27
6

27 v BXx = —5T”+k-27z, wobei k e Z

2r | = 4 5% A2z
'T[—i30+k 30}, keZ

Gesucht: xe{, 4z, Bz 4z Sz Iz 19z Sl 43z Us)
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Bemerkung: Es gibt 2 Winkel im Intervall [O ; 27:[ mit dem Cosinuswert —@. Zusammen mit der 5

in der Bedingung cos(5x) = —g erhalt man daher 2-5=10 Winkel im Intervall [0 ; 27;[.

Aufgabe 4.b)

Bestimmen Sie das Bogenmass aller Winkel « , welche die folgende Gleichung erfiillen:

_ _A
cos(3a) = -5
Ldsung

cos(3a) = —% [z —% ~ -4t = 0.7 : fur die Skizze}

Nach Pythagoras:

A
1_[1_24 3z
1-2=V2=% 4
Also gleichschenklig-
rechtwinkliges Dreieck 1
T
0 1 i
1
2
cos(3a) = —%
3
© 3a =23 + k27, kel 7

Aufgabe 5

Bestimmen Sie das Bogenmass aller Winkel x, welche die folgende Gleichung erfiillen:
cos(4x+4) = 04

Ldosung

arccos(0.4)

cos(4x+4) = 04
< 4x+4 = tarccos(0.4) + k-2z, keZ
< 4x = —4 * arccos(0.4) + k-27z, keZ
< x=-14%21arccos(0.4) + k-Z, keZ
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Aufgabe 6

Bestimmen Sie das Bogenmass aller Winkel g e [0 ; 27r[, welche die folgende Gleichung erfullen:

tan(3p3) = - %

Losung

tan(38) = —% [: —@ ~ - ~ —0.6 : fur die Skizze}

A

4

Nach Pythagoras: |

NEEENEREE e

Also 30° / 60° — Dreieck, da Hypotenuse

doppelt so gross wie Kleine Kathete

tan(33) = —%
< 3B =-%+kn keZ

& p=-F+kE[=-F+k%] ke

. 57 11z 17z 23z 297 35«
Gesucht: fel3f 4 ¢ 5 3F %)

Bemerkung: Es gibt 2 Winkel im Intervall [O ; 27z[ mit dem Tangenswert —%. Zusammen mit der 3

in der Bedingung tan(3p) = —% erhdlt man daher 2-3=6 Winkel im Intervall [0 ; 2] .

Aufgabe 7
Bestimmen Sie das Bogenmass aller Winkel y, welche die folgende Gleichung erfullen:
tan(8y) = %
A
Losung 4
3
arctan (%)
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tan(8y) = %
& 8y =arctan(}) + kz, keZ
< y=tarctan(}) + k%, keZ
Aufgabe 8  (Aufgabe zum trigonometrischen Pythagoras-Satz)
Vereinfachen Sie: @) 1+ tan®(a) + —
cos” (a)
b) — sin(x) tan(x)
cos(x)
Losung
1
: 2 2 s o2
) 1+ tan’(a) + 21 1. S|n2(a) 21 _ Cos () : sin“ («) 21
cos” (a) cos”(a)  cos“(«) cos” (a) cos” ()
B 2
cos? ()
cos?(x)
=2 1 -2
b) ! — sin(x)tan(x) = L _sint() _ 1-sin"() _ cos(x)

cos(x) cos(x) cos(x) - cos(x)
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